Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés extraits de concours
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés extraits de concours

Exercice n°1 Controleur des douanes - Branche : opérations commerciales

Concours externe - Février 202/

u0—8
. 6u,+2

u =

n+l Uy +5

6x+2

X) =

* f( ) xX+5
6x(x+5)—1x(6xXx+2 28

1. a. f’(x): ( ) ( )—

(x+5)2 T
Dong, la fonction f est strictement croissante sur [0; +ool.
b. x>2 = f(x)>f2) < f(x)>174 —= f(x)>2.
2. On pose la propriété P(n) : u, >2 (hypothése de récurrence).
o Initialisation :
Uy=8>2
La propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : u, > 2.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : w4 > 2.

U, > 2
fluy) > f(2) car f est strictement croissante
Unpt1 > 2

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : u, > 2.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés extraits de concours

Exercice n°2 Controleur des douanes - Branche : surveillance

Concours externe - Février 2025

{uo =0,1
Un+1 = f(uy)

o f(x)=2xe7*

1. a. fl(x)=2xe*+2xx(-1)xe™*
() =(2-2x)e™*
flx)=2(1-x)e™*
b. 2>0et e™*>0.
Dong, le signe de f'(x) ne dépend que de celui de 1 - x.

l1-x20<— —x=2-1 << x<1

X 0 1
f'(® +
2¢7!
f(x) /
0

2. On pose la propriété P(n) : 0 < uy, < ups1 < 1 (hypothése de récurrence).
o Initialisation :

Onau=01et u;=2x0,1xe % ~0,18.
Donc, on vérifie que 0 < ug < uy < 1.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : 0<u, <upe; < 1.

On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 0< Uy < Up42 < 1.

0< up < up1 <1
f0) < f(un) < f(ups1) < f(A) car f est croissante
0< uUps1 < uUps2 < f(D)

Ona f(l)=2x1xe ! =0,74.
Donc 0 < ups1 <up2 < f(1) <1
0< Upy1<upt2 <1

Ainsi, P(n+1) est vraie.
e Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 0 < u, < uy4 < 1.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence.

Corrigés extraits de concours

Exercice n°3

Contréleur des finances publiques
Concours externe - Janvier 2026

up=1
3 1
un+1:Zun__
3 1 3 2 1
l. yy=-xl—--=---==
4 2 4 4 4
3 1 1 3 8 5
Up=—X———=——— = ——
4 4 2 16 16 16
3 ( 5) 1 15 32 47
Ug=—x|-—|-==——-—=-—
4 16 2 64 64 64

2. On pose la propriété P(n) : up+1 < un (hypothése de récurrence).

¢ Initialisation :

1
Onaug=1et u1=1.

Donc, on vérifie que u; < up.
Ainsi, la propriété P(0) est vraie.

o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie

D Upt1 < Up.

On montre que la propriété P(n+1) est vraie : uUpi2 < Upt1.

Up+l < Up
< 3
—-Uu —-Uu
4 n+1 \§ n
3 1< 1
4 n+1 2 X 4 n 2
Up2 < Uptl

Donc P(n+1) est vraie.

e Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : uy+ < uy.

La suite (u,) est décroissante.

A Retour Sommaire

Mathématiques - Niveau : Terminale

47



Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés extraits de concours

Contréleur des finances publiques - Janvier 2024

u0=1

u+— u n

4
On pose la propriété P(n) : u, < n+ 3 (hypothése de récurrence).
o Initialisation :
4 . 4
Uup=1<0+ 3 Donc, on vérifie que 1y <0+ 3
Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :
sz . 4
On suppose que la propriété P(n) est vraie : u,<n+-.

4
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : upy1 <n+1+ 3
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Donc P(n+1) est vraie.

e Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

4
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : u, <n+ 3

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés extraits de concours

Technicien géometre - Décembre 202

u0=1
Ups1=Up+2n+3

On pose la propriété P(n) : u, > n? (hypothése de récurrence).

o Initialisation :
uo =1>0. Donc, on vérifie que uy > 0?.
Ainsi, la propriété P(0) est vraie.

o Hérédité :
On suppose que la propriété P(n) est vraie : u, > n°.

On montre que la propriété P(n+1) est vraie : uu4+1 > (nm+ 1)2.

U, > n?

up+2n+3 > n?+2n+3
Ups1 > N2 +2n+1+42
Ups1 > (M+1)2+2

Or (n+1)?+2>(n+1)?, donc ups1 > m+1)2+2>(n+1)>%.
Ups1 > (n+1)2
Donc P(n+1) est vraie.

¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : u, > n?.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés extraits de concours

Technicien géometre - Décembre 2023

Uy=>5
Un+1 = f(uy)

X
« fo= In(x)
1xIn(x)—x x l
1 fo= x _ In(x) -1
(In(x))? (In(x))?

(In(x))? > 0, donc le signe de f'(x) ne dépend que de celui de In(x) —1.

Inx)-1>0 < In(x) >1 < In(x) >1Ine) < x>e
e

fe= In(e) - ¢
X 1 e +00
f'(x - 0 +

fx

2. On pose la propriété P(n) : u, >e (hypothése de récurrence).
o Initialisation :
Uup=5=e.
La propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : u,>e.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : u,4+1 >e.

U, = e
fluy) > f(e) car f est strictement croissante sur [e; +oo|
Unptl 2 €

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : u, >e.

A Retour Sommaire
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