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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Amérique du Nord J2 - 22 mai 2024

{uo =0,5
]
Up+1 = 8(Uy)

e g(x)= 2x — x?

1. flix)=2-2x

2-2x20 << -2x>-2

— x<—
— x<1
X 0 1
g'(x) +
1
g(x) /
0

Donc g est strictement croissante sur [0; 1].
2. On pose la propriété P(n) : 0 < u, < up+1 <1 (hypothese de récurrence).
e Initialisation :

On a uy=0,5 et u; =2x0,5-0,5%=0,75.
Donc, on vérifie que 0 < 1y < uy < 1.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : 0<u, <up4 <1.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 0< tp1 < Upsp <1.

0< u, < upy <1
f0) < f(un) < f(up+1) < f(1) car f est croissante
0< Upy1 < Upy2 <1

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 0 < u, < Uy <1.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Centres étrangers J1 - 05 juin 2024

uy=0,1
Un+1 = f(uy)

o f(x)=2xe7*

1. a fl(x)=2xe +2xx(-1)xe™*
ffx)=@2-2x)xe™*
flx)=21-x)e™~*
b. 2>0et e™*>0.
Donc, le signe de f'(x) ne dépend que de celui de 1—x.

1-x20«<—= —x>-1<< x<1

X 0 1
') +
2
f@ / ¢
0

2
f(0)=0; f(1)=2><1><e_1=—
e
2. On pose la propriété P(n) : 0 < uy < up+1 < 1 (hypothése de récurrence).

o Initialisation :

Onauy=01et uy=2x0,1xe % ~0,18.
Donc, on vérifie que 0 < ug < uy < 1.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : 0< u, <upe1 < 1.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 0< Uy < Up42 < 1.

0< uy < upya <1
f0) < fuy) < flups1) < f(1) car f est croissante
0< Upr1r < upr2 < f()

On a f(1)= 2 ~0,74.
e

Donc 0 < ups1 <up2 < f(1) < 1.
0 Upy1<upt2<1

Ainsi, P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 0 < u, < U4 < 1.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Centres étrangers J2 - 06 juin 2024

Uy=>5
Un+1 = f(uy)

o f(X)=Vx+1
1 f’(x)—;>0
' 2vx+1

Donc, f est croissante sur [0; +ool.

2. On pose la propriété P(n) : 1 < up+1 < up (hypothése de récurrence).
o Initialisation :

On a uy=5 et u; = V6= 2,45.
Donc, on vérifie que 1 < uy < uy.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie  : 1< up+1 < Up.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 1< Upi2 < Upt1-

1< Un+1 < Up

2< up1+1l < up+1
V2 <Vupn+1 < Vup+1
V2 < Un+2 < Up+l

Or v2=1,41, donc 1 < V2 < upso < Uns-
1< Upt2 < Up+r-

Ainsi, P(n+1) est vraie.
e Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 1 < up+1 < Uy

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Asie J2 - 11 juin 2024

Ug =

°
DN | =

Un+1 = f(Un) = U2 — uyIn(uy,)

o f(x)= x% - xIn(x)

1. a. f'(x :Zx—(l x In(x) + x x i) =2x—-In(x) -1

1 2x-1
b. flx)=2-~=
) p

x
2. a. x>0, donc le signe de f”(x) ne dépend que de celui de 2x—1.

1
2x-120 <= x> -

(N, L (L)
f(i)—sz 1n(2) 1=1In(2)
1
X 0 — +00
2
f”(x) - 0 +
£ \ /
In(2)

b. D’apres le tableau des variations de f’ ci-dessus, f'(x) > In(2).
Or In(2) ~ 0,7 >0 donc f'(x) > 0.
Donc la fonction f est strictement croissante.

1
3. On pose la propriété P(n) : 3 S up < up1 <1 (hypothese de récurrence).

¢ Initialisation :

1 1\2 1 1
Onau=—-etuyy=|(=| —=xIn|{=|=0,6.
2 2 2 2

N

1
On vérifie que 3 <up<uy <1.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : 0,5 < u, <up < 1.

On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 0,5 < tp+1 < Upso < 1.

05< up, < upr <1
£(0,5) < f(up) < fups1) < f(1) car f est croissante
f(0,5) < Upyl € Upr2 <1

Or f(0,5) = 0,6, donc 0,5< f(0,5) < Up+1 < Ups2 < 1.
0,5< Upr1 SUp2 <1

Ainsi, P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

. . 1
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel 7 : E Sup,<Lup <L
A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Meétropole J1 (secours) - 19 juin 2024

Uy =7
[ ]
Un+1 = f(Un) = up—In(u% +1)

o f(xX)=x-In(x*+1)

2Xx _x2+1—2x_(x—1)2

x2+1 x2+1  x2+1

b. x*+1>0et (x—1)%2>0.
(x-1°%=0<< x=1

1. a flx=1-

X —o© 1 +00
) + 0 +
fx

La fonction f est croissante sur R.
2. On pose la propriété P(n) : u, >0 (hypothése de récurrence).
o Initialisation :
up=720
La propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : u,=>0.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : U4+ = 0.

u, =0
f(uy) > f(0) car f est croissante
Upt1 2 0

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : u, > 0.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Polynésie J1 - 19 juin 2024

uyg=3
Un+1 = f(uy)

4
c fW=5=2
1. f'(x)=—4X(_1) 4

G-02 Goxf
La fonction f est croissante sur |—oco; 5[.
2. On pose la propriété P(n) : 1 < up+1 < uy <4 (hypothése de récurrence).
o Initialisation :

4
— =2
5

Onauy=3et u;= 3
Donc, on vérifie que 1 < uy < ug < 4.
Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :
On suppose que la propriété P(n) est vraie : 1< Uy < Up <4.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 1< up42 < Upt) < 4.

1< up < upp <4
f() < f(uy) < flups1) < f(4) car f est croissante
1< upr1 € Upp <4

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 1 < uy41 < uy < 4.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Meétropole J2 - 20 juin 2024

Vo = 0,7
Vp+1 =0,92v,+0,3

On pose la propriété P(n) : v, < vpe1 <4 (hypothése de récurrence).

¢ Initialisation :

On a vy =0,7 et v; =0,944.
Donc, on vérifie que vy < 11 <4.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie  : v, < Upy1 < 4.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : vp11 < Upyo <A4.

Vp < Un+1 <4
092xv, < 092xv,;; <092x4
0,92xv,+0,3 <092xv,+,1+03 <092x4+0,3
Un+l < Un+2 < 3,98

Or 3,98 <4, donc vu1 < Vpeo < 3,98 < 4.
Un+1 S Unt+2 <4

Ainsi, P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : v, < vy <4.

A Retour Sommaire

Mathématiques - Lycée 8/15



Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Meétropole J2 (dévoilé) - 20 juin 2024

{u():a avec l<a<?2

Ups1 = ufl —2uy+2 avec up>1

1. ups1—2=ud-2uy+2-2=uy(u,—2)

2. On pose la propriété P(n) : u, <2 (hypothése de récurrence).
o Initialisation :
U=a<2
La propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : u, <2.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : w4 <2.

U, <2
u,—-2<90

Up % (Up—2) < Uy x0
Upt1—2<0
Upt1 < 2

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : u, <2.

A Retour Sommaire

Mathématiques - Lycée 9/15



Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Polynésie J2 - 20 juin 2024

Uy=38
Un+1 = f(uy)

o f(x) =x—ln(§)

x—1
:]_——:—

! — —
1. ffo=1 —==

=1-

X

W
RN

N N

x>0, donc le signe de f'(x) ne dépend que de celui de x—1.

x-120= x2>1

X 0 1 +00
[ - 0 +
@) \ /
1+In(4)

2. On pose la propriété P(n) : 1 < up+1 < up (hypothése de récurrence).

¢ Initialisation :

8
Onaug=8et iy :8—ln(z) ~7,3.

Donc, on vérifie que 1 < uy < uy.
Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité

On suppose que la propriété P(n) est vraie  : 1< up+1 < Up.

On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 1< Ups2 < Ups1-

1< uppn < uy
f() < f(ups1) < f(up) car f est croissante sur [1;+o00[
1+In(4) < uUpt2 < Un+r

Or 1+In(4) = 2,4, donc 1 <1+In(4) < up42 < Upt1.
1< ups2 < upn

Ainsi, P(n+1) est vraie.

¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 1 < uy41 < Uy

A Retour Sommaire

Mathématiques - Lycée

10/15



Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Polynésie J1 - 05 septembre 2024

Sp=uj+up+..+u, ou u,=n’

1. D’une part :

nn+1)2n+1) , nn+1)(2n+1)+6(n+ 1)2
—  ttD7= 5
_(n+D(nRn+1)+6(n+1)
- 6
_ (n+1)(2n*+7n+6)
- 6

D’autre part :

n+1(n+2)2(n+1)+1] _(m+1D(n+2)2n+3) (n+ D(2n?+7n+6)
6 - 6 - 6

Donc

n(n+1@2n+1) a1y = n+1)(n+2)2(n+1)+1]

6 6

nn+1)2n+1
2. On pose la propriété P(n) : 12 +2%+...+n’ = #

(hypotheése de récurrence)
o Initialisation :

Onal?=1.

Ix(I+D)x@2x1+1
Par ailleurs, x( ) x(@x ):1

6
La propriété P(1) est vraie.
o Hérédité
On suppose que la propriété P(n) est vraie :
nn+1)2n+1)
5 )

On montre que la propriété P(n+1) est vraie :

124224 . +n2+(n+1)%= (”+1)(ﬂ+2)€£2(n+1)+1)].

12422+ .. +n%=

12+22+...+n2+(n+1)2:W+(n+l)2
_ (n+1)(@2n*+7n+6)
- 6
B (n+1)(n+2)[2(n+1)+1)]

6

Donc P(n+1) est vraie.
¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
nn+1)2n+1)

Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n non nul : S, = 5

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Meétropole J1 - 11 septembre 202/

l/1=2
1
Un+1=2——
Un

n+1
On pose la propriété P(n) : v, = - (hypothese de récurrence).

¢ Initialisation :
1+1
vp=—-=2
1

La propriété P(1) est vraie.

o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie : v,=
n+2

On montre que la propriété P(n+1) est vraie : vy = el

1
Un+1=2——

Donc P(n+1) est vraie.

¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

. . n+1
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n» non nul : v, = .

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence.

Corrigés exos type bac

Exercice n°12

1

P1=§

1
Pn+1 = ZPn + 2

Meétropole J2 - 12 septembre 202/

2
On pose la propriété P(n) : p, < pn+1 < 3 (hypothése de récurrence).

¢ Initialisation :

na y 2 y .
:E 31137 oIl é]:i{ia que pl < p2 < 3‘

Ainsi, la propriété P(1) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie

On montre que la propriété P(n+ 1) est vraie :

2
Pn < Pn+1 <=
1 _ 1 3 $ 2
—XPn X T XPn+l - X =
4
111 +1<? §+1
p— p— p— p— p— X — p—
aPnT o S Pty 4 32
Pn+1 < Pn+2 < §

Ainsi, P(n+1) est vraie.

e Conclusion :

2

: Pn§Pn+1<§~

Pn+l < Praz < g

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

2
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n non nul : p, < pp41 < 3

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Amérique du Sud J1 - 21 novembre 2024

w)=1
Vpe1=In(1+v,) avec v,>0

On pose la propriété P(n) : vy < vy, (hypothése de récurrence).

¢ Initialisation :

Onavg=1et vy =In2) =0,7.
Donc, on vérifie que 1, < vp.

Ainsi, la propriété P(0) est vraie.
o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie  : vp41 < Up.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : vVjio < Uptl.

N

Un+1 X Un
UVpr1+1 < vp+1
In(vys1+1) < In(v,+1)
<

Un+2 Un+1

Donc P(n+1) est vraie.

e Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.
Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : v, < vy.

A Retour Sommaire
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Suites numériques : démonstration par récurrence. Corrigés exos type bac

Amérique du Sud J2 - 22 novembre 2024

u0=10

1
Upil = §u”+2

On pose la propriété P(n) : 0 < ups1 < Uy (hypothese de récurrence).

¢ Initialisation :

| —
»

~ 5,33

Onauy=10et uy = .
< Uy < Up.

Sw

Donc, on vérifie que
Ainsi, la propriété P(0) est vraie.

o Hérédité :

On suppose que la propriété P(n) est vraie  : 0< up+1 < Up.
On montre que la propriété P(n+1) est vraie : 0< tps2 < Ups1-

0< uUp+1 < Up
1 1
- x0< =xu < =—xUu
3 X 13 n+1 \? n
0+2 < §u"+1+2 < gun+2
2 < Up+2 < Up+l
Or 0<2,donc 0<2< Upy2 < Upsr-

0< Up+2 < Uns1
Ainsi, P(n+1) est vraie.

¢ Conclusion :

La propriété P(n) est vraie au premier rang et elle est héréditaire.

Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n : 0 < uy+1 < uUp.

A Retour Sommaire
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