Suites numériques

Bac Série S - 2013

EXERCICE N°1

On considére la suite numérique (v,) définie pour tout entier naturel n par

Liban 28 mai
Vo = 1
9
U =
n+l1 6— v,
Partie A

1. On souhaite écrire un algorithme affichant, pour un entier naturel n donné, tous les
termes de la suite, du rang 0 au rang n.

Parmi les trois algorithmes suivants, un seul convient.
Préciser lequel en justifiant la réponse.

Algorithme N° 1

Algorithme N° 2

Algorithme N° 3

Variables:
v est un réel
i et n sont des entiers naturels

Début de I'algorithme :
Lire n

v prend la valeur 1

Pour i variant de 1 a » faire

v prend la valeur

Variables:
v est un réel
i et n sont des entiers naturels

Début de I'algorithme :
Lire n

Pour i variant de 1 a n faire

v prend la valeur 1

Afficher v

v prend la valeur

Variables :
v est un réel
i et n sont des entiers naturels

Début de I'algorithme :
Lire n

v prend la valeur 1

Pour i variant de 1 a n faire

Afficher v

9
v prend la valeur 5

Fin Pour Fin pour Fin pour
Afficher v Afficher v
Fin algorithme Fin algorithme Fin algorithme

2. Pour n =10 on obtient 'affichage suivant :

\ 1

| 1,800 | 2,143 | 2,333 | 2,455 | 2,538 | 2,600 | 2,647 | 2,684 | 2,714 |

Pour n = 100, les derniers termes affichés sont :

| 2,967 | 2,968 | 2,968 | 2,968 | 2,969 | 2,969 | 2,969 | 2,970 | 2,970 | 2,970 |

Quelles conjectures peut-on émettre concernant la suite (v,) ?

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, v,,41 — vy,

La suite (v;) est-elle monotone ?

c. Démontrer que la suite (v,) est convergente.

Partie B : Recherche de la limite de la suite (v,,)

On considere la suite (w,) définie pour tout n entier naturel par

1
1. Démontrer que (w,) est une suite arithmétique de raison -3

1
v, -3

Wy =

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, <3.

_ B-vy)?

6_Vn

2. En déduire 'expression de (w;), puis celle de (v;) en fonction de n.

3. Déterminer la limite de la suite (v,,).
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EXERCICE N°2
Amérique du Nord 30 mai

On considere la suite (u,) définie par 1 =1 et, pour tout entier naturel »,

Unp+1 =V 2Up.

1. On considere I'algorithme suivant :

a.

Variables : n est un entier naturel
u est un réel positif
Initialisation : Demander la valeur de n
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Pour i variantde lan:
| Affecter a u la valeur Vou
Fin de Pour
Sortie : Afficher u

Donner une valeur approchée a 10™* prés du résultat qu’affiche cet algorithme
lorsque I'on choisit n = 3.

Que permet de calculer cet algorithme ?

Le tableau ci-dessous donne des valeurs approchées obtenues a l'aide de cet algo-
rithme pour certaines valeurs de n.

n 1 5 10 15 20
Valeur affichée | 1,4142 1,9571 1,998 6 1,9999 1,9999

Quelles conjectures peut-on émettre concernant la suite (1) ?

Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 2.
Déterminer le sens de variation de la suite (u;,).

Démontrer que la suite (u,) est convergente.
On ne demande pas la valeur de sa limite.

3. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =Inu, —In2.

a.

Démontrer que la suite (v,) est la suite géométrique de raison % et de premier
terme vy = —In2.

Déterminer, pour tout entier naturel n, 'expression de v,, en fonction de n, puis de
u, en fonction de n.

Déterminer la limite de la suite (u,,).

Recopier I'algorithme ci-dessous et le compléter par les instructions du traitement
et de la sortie, de facon a afficher en sortie la plus petite valeur de n telle que
u, >1,999.

Variables : n est un entier naturel
u est un réel
Initialisation : Affecter a n la valeur 0
Affecter a u la valeur 1
Traitement :

Sortie :

Aide
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EXERCICE N°3
Polynésie 7 juin

1
On considere la suite (u,) définie par ug = 3 et telle que pour tout entier naturel 7,

3uy,
Un+1= 1+2u,
1. a. Calculer u; et u,.
b. Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 < u,.
2. Onadmet que pour tout entier naturel n, u, <1.
a. Démontrer que la suite (u;,) est croissante.

b. Démontrer que la suite (u;) converge.

Un

—_ un '
a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3.

3. Soit (vy,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = .

b. Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
3n

c. Endéduire que, pour tout entier naturel n, u, = 1

d. Déterminer la limite de la suite (u,,).

Aide
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Bac Série S - 2013

EXERCICE N°4
Centres étrangers 12 juin

3
L'objet de cet exercice est I'étude de la suite (u,) définie par son premier terme u; = >
nu,+1

et la relation de récurrence : u,.1 =

2(n+1)’

Partie A : Algorithmique et conjectures

Pour calculer et afficher le terme ug de
la suite, un éleve propose I'algorithme
ci-contre.

Il a oublié de compléter deux lignes.

Variables

n est un entier naturel
u est un réel

Initialisation

Affecter a nla valeur 1
Affecter a u la valeur 1,5

Traitement

Tantque n <9
Affecter a u la valeur ...
Affecter a nlavaleur...
Fin Tant que

Sortie

Afficher la variable u

1. Recopier et compléter les lignes de I'algorithme ol figurent des points de suspension.

2. Comment faudrait-il modifier cet algorithme pour qu’il calcule et affiche tous les termes

de la suite de u, jusqu’a ug ?

3. Avec cetalgorithme modifié, on a obtenu les résultats suivants, arrondis au dix-millieme :

n 1 2 3

4

5

6 99 100

U, | 15 0,625 | 0,375

0,2656

0,2063

0,1693 0,0102 | 0,0101

Au vu de ces résultats, conjecturer le sens de variation et la convergence de la suite (u,).

Partie B : Etude mathématique

On définit une suite auxiliaire (v,) par : pour tout entier n > 1, v, = nu, — 1.

1. Montrer que la suite (v,) est géométrique ; préciser sa raison et son premier terme.

2. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1,ona: u, =

3. Déterminer la limite de la suite (u;,).

4. Justifier que, pour toutentier n > 1,0na: Uy — Uy = —

En déduire le sens de variation de la suite (u;,).

Partie C: Retour a l'algorithmique

1+(0,5)"
. .

1+(1+0,5n)(0,5)"
nn+1)

En s'inspirant de la partie A, écrire un algorithme permettant de déterminer et d’afficher le

plus petit entier n tel que u, <0,001.
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EXERCICE N°5
Asie 19 juin

Partie A

On considere la suite (u,) définie par : ©y = 2 et, pour tout entier naturel 7 :

1+3u,

Up+1= -
3+u,

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 7, ona: u, > 1.
(1—up) (1+uy)

2. a. FEtablir que, pour tout entier naturel 7, ona: ;1 — U, = 3.
Un

b. Déterminer le sens de variation de la suite (u;,).
En déduire que la suite (u,,) converge.

Partie B

On considere la suite (u,) définie par : ©y = 2 et, pour tout entier nature 7 :

1+0,5u,

Unpn+1 = .
" 0,5+ up

On admet que tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

1. On considere I'algorithme suivant :

Entrée Soit un entier naturel non nul n
Initialisation | Affecter a u la valeur 2
Pouri allantdel an

Traitement . 14+0,5u
et Affecter a u la valeur —————
. 0,5+u
sortie Afficher u
Fin Pour

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour
n = 3. Les valeurs de u seront arrondies au milliéme.

i 1 2 3
u

2. Pour n =12, on a prolongé le tableau précédent et on a obtenu :

i 4 5 6 7 8 9 10 11 12
u | 1,0083 0,9973 1,0009 0,9997 1,0001 0,99997 | 1,00001 | 0,999996| 1,000001

Conjecturer le comportement de la suite (u,) a'infini.
u,—1

3. On considere la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par: v, = 1
Un

1
a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison -3

b. Calculer vg puis écrire v, en fonction de 7.
4. a. Montrer que, pour tout entier naturel n,on a: v, # 1.
1+v,
1-v,

b. montrer que, pour tout entier naturel n,ona: u, =

c. Déterminer la limite de la suite (u;,).

Aide
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EXERCICE N°6
Meétropole 20 juin

Soit la suite numérique (u,) définie sur N par :

2 1
Uy =2 etpour tout entier naturel n, 1,1 = 3 Uy + 3 n+1.

1. a. Calculer uy, uy, us et uyg. On pourra en donner des valeurs approchées a 1072 prés.
b. Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.

2. a. Démontrer que pour tout entier naturel 7,

u, <n+3.

b. Démontrer que pour tout entier naturel 7,

1
Up+1— Un = 3 (n+3—1uy).
c. En déduire une validation de la conjecture précédente.
3. Ondésigne par (v,) la suite définie sur N par v, = u, — n.
2
a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3

b. En déduire que pour tout entier naturel r,
2 n
Uu,=2 (5) +n

c. Déterminer la limite de la suite (u;,).

4. Pour tout entier naturel non nul 7, on pose :

n
Sn=Zuk=u0+u1+...+un et T,=—
k=0 n

a. Exprimer S, en fonction de n.

b. Déterminer la limite de la suite (7},).

Aide
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EXERCICE N°7
Meétropole 12 septembre

On considere la suite (u;) définie sur N par :

Uy,+2

up=2 etpour tout entier naturel n, u,.; = ——.
2u, +1

On admet que pour tout entier naturel n, u; > 0.

1. a. Calculer uy, uy, us, us. On pourra en donner une valeur approchée 2 10=2 pres.

b. Vérifier que si n est 'un des entiers 0, 1, 2, 3, 4 alors u, —1 a le méme signe que

(D",
. . . —up+1
c. Etablir que pour tout entier naturel n, u,+; —1 = ———.
2u, +1
d. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, — 1 a le méme signe
que (-1)"
. u,—1
2. Pour tout entier naturel n, on pose v, = .
up+1
. . . —up+1
a. Etablir que pour tout entier naturel n, v, = ———.
3u,+3

1
b. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison ——.

En déduire I'expression de v, en fonction de n.

1+v,

1 - Un ’

Exprimer u,, en fonction de n et déterminer la limite de la suite ().

c. Onadmet que pour tout entier naturel n, u,, =

Aide
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EXERCICE N°8
Nouvelle Calédonie 14 novembre

Soient deux suites (uy) et (v,) définies par uy = 2 et vy = 10 et pour tout entier naturel n,

Partie A

2Uuy + vy, u,+3vy,
Un+1 = 3 et Vpy1= a1

On consideére I'algorithme suivant :

Variables : N est un entier
U, V,W sont des réels
K est un entier
Initialisation : Affecter0a K
Affecter2a U
Affecter 10a V
Saisir N
Traitement : Tantque K < N
Affecter K+1a K

Affecter U a W
+V

N

2
Affecter u

W+3V
Affecter 1 av

Fin tant que
Sortie: Afficher U
Afficher V

On exécute cet algorithme en saisissant N = 2. Recopier et compléter le tableau donné ci-
dessous donnant I'état des variables au cours de I'exécution de I'algorithme.

Partie B
1. a.
b.
2. a.
b.

K w U 1%

0
1
2

5
Montrer que pour tout entier naturel n, v, — Uy = B (v — Up).

Pour tout entier naturel n on pose w;, = v, — Uy.

5 n
Montrer que pour tout entier naturel n, w, =8 (E) .

Démontrer que la suite (u;,) est croissante et que la suite (v,) est décroissante.

Déduire des résultats des questions 1. b. et 2. a. que pour tout entier naturel 7 on a
u,<10etv, = 2.

En déduire que tes suites (i) et (v,) sont convergentes.

3. Montrer que les suites (i) et (v;) ont la méme limite.

4. Montrer que la suite (¢,,) définie par ¢, = 3u, + 4v, est constante.

46
En déduire que la limite commune des suites (i) et (v;,) est -

Aide
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AIDE
EXERCICE N°1
Liban 28 mai
Sujet
Partie A
1. L'algorithme n° 3 calcule et affiche tous les termes.

L'algorithme n° 1 n’'affiche que le dernier terme.
L'algorithme n° 2 ne calcule que v;.

2. Lasuite (v,) semble croissante et majorée.

Vo = 1 P, : O<v,<3
3. a. ° v 9 b Py : 0<pyy<3
1 =
m 6—-vy, Py 0<vp1<3
— Initialisation : Démonstration par récurrence

vg =1, c'est-a-dire 0<vy<3
Donc Py est vraie.
— Héreédité -
On suppose que P, estvraie : 0<v,<3
Montrons que P4 estvraie : 0< v, <3

O<v,<3=>0>-v,>-3

1 1 1
> < <
6-0 6-v, 6-3
9 9 9
= —-< <=
6 6-v, 3
<3

= 0< E < Up+1
Donc P, estvraie.

— Conclusion :

Par le principe de récurrence, P, est vraie : 0< v, <3
9 (vn—3)° -
b. ® Uyl —Up=—"-UVp=—"— Sens de variation de (v;,)
6—v, 6—v,
e (1,-32%>0

et 6-v,>0 (carv,<3)
Donc v,y —v,>0, ainsi (v;) est croissante.

c. (v,) est croissante et majorée, donc elle est convergente.

Partie B
1
Wp = — wyxvy,-3) =1« v, = —+3
v = 1 Un—3 Wn
0 1
* Untyl1 = S ' wo - vo—3 - 2
n+ 6—Vn 0 1
Wpy1 = ———
" Vn+1—3
Suite arithmétique
. 1 1 ~ 1 !
Wp+1 wn—vn+1_3_wn— 9 _3—wrz— 9 _3—1,{)”—---——3
6= n 6—(i+3)
Wn
1

Ainsi la suite (wy,) est arithmétique de raison r = -3
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1
2 -um—um+nxr————§n
! 3 ! 3
[ ] = — =
Un wn+ T 1 *
———-=-n
2
3. 1 ! =0 d li =3
¢ Ty g 70 done fim o=
———=-n
2

10/17
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Bac Série S - 2013

EXERCICE N°2

Amérique du Nord 30 mai
Sujet
Ug = 1
1. a
{ Up+1 = 2up
upr =+ 2u0 = \/5
Up = 2u1 = 2\/5

us =v/2u, =\/2\/2v2=1,8340

Cet algorithme permet de calculer u,, pour 7 fixé.

c. On peut conjecturer que (u,) est croissante et majorée.

{ Up = 1
a. [ ] [
Up+1 = 2Up

— Initialisation :

Py,
Py
Pu

ug =1, c’est-a-dire 0 < ug <2

Donc Py est vraie.

— Heérédité -

On suppose que P, est vraie :
Montrons que P4 est vraie :

O<u,<2
O<uy<2
O<upy1<2

Démonstration par récurrence

O<u,<2
0<ups1<2

0<u,<2=V2x0<V2xu,<V2x2=0<uUp;; <2

Donc P, est vraie.

— Conclusion :

Par le principe de récurrence, P, est vraie : 0 < u, <2

b. up1—uy=v2u,—u,

_(v 2Up — up) x (vV2up

+ uy)

V2uy +uy
2

_2up—n
_\/Zun +Uup
Up x 2—uy)

Vou,+ uy

Or O<u, <2
Donc uuy1—u, =0
Ainsi (uj;) est croissante.

Up+1 — Upn =

Sens de variation de (u;)

c. (up) est croissante et majorée donc elle est convergente.

a .{ Up = 1 R
Un+1 2up

Une1 = Inuyye—In2
In(v2u;)—-In2

1
> x(In2+Inu,)—In2

Un
Vo
Un+1

1 1
= —In2+=In(e”*"2) -1n2
2 2

-V
2 n

Inu,-In2 < Inu, = v,+In2 < u, = e

Inuy—1In2 = —In2
Inuy—In2

1
Donc (v;) est une suite géométrique de raison q = >

et de premier terme vy = —1In2

11/17
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171
b. . vn=voxq”=—ln2x(5)

1 n
—In2x|—=| +In2
)

o u,= evn+ln2 —e

_ 1\" 1

c. lim |=| =0 car -1<=-<1

n—+oo |\ 2 2

donc lim u,=eM™?=2
n—+oo

d. Algorithme :

u est un réel

Sortie : Afficher n

Variables : n est un entier naturel

Initialisation : Affecter a n la valeur 0
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Tant que u < 1,999
Affecter a u la valeur v2u
Affecter a nlavaleur n+1
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Limite d’'une suite



Suites numériques

Bac Série S - 2013

EXERCICE N°3
Polynésie 7 juin

Sujet
Up
Un+1

1. a.
b.
2. a.
b.
3. a.

Un+1 =

3uy,
1+2u,

3xuy 3

1+2uy 4

_ 3xu; _ 9
T1+2u; 10
P, : O<uy
Py 1 O<uy
Pui1 0 0<upsy

— Initialisation :

1 .
ug = —, c'est-a-dire 0< ugy
Donc Py est vraie.
Heérédité :
On suppose que P, est vraie :
Montrons que Py, est vraie :

0<uy,
0<upir

O<u, = 0<3u, et 0<1+2u,

Donc P, est vraie.

Conclusion :

Par le principe de récurrence, P, est vraie :

3uy,

Up+1 —Un = —Up

1+2u,
—2u? +2uy,

1+2u,
B 2uy(—u, +1)

1+2u,

Or, O<u,<l1
Donc v, —u;, >0
Ainsi, (u;) est croissante.

Un =
Ug =

1
2 .
3uy, Yo

Un+1 PR
" 1+2u,

Un+1 =
3uy,
1+2u,
3uy,

1— ———
1+2u,
3uy,

1-u,

3 x
1+v,

v
1_ n
1+v,

3v,

13/17

Démonstration par récurrence

O<uy

Sens de variation de (u;)

(uy) est croissante et majorée, donc elle est convergente.

Suite géométrique

— Uy = vpx(1-uy) < u, =

Un
1+v,
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Donc (v,) est une suite géométrique de raison g =3
et de premier terme vy = 1

b. v,=vgxqg"=3"

Un 3"
C. Up=Up= =
T 4y, 1437
3" 3"x1 1
d. u,= = = Limite d’'une suite
1+37 an 1 L +1
“\gn 1] 3m
Or, lim 3"=+o00 car gq=3>1

n—+oo

Donc, lim u,=1
n—+oo
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EXERCICE N°4
Centres étrangers 12 juin
Sujet
Partie A : Algorithmique et conjectures

nxu,+1

2x(n+1)
Affecter a n la valeur n + 1.

1. Affecter a u la valeur

2. Ajouter avant Fin Tant que : « Afficher la variable u ».

(u;) semble étre décroissante.

Partie B : Etude mathématique

v,+1
3 Un = nuy,-1< u, =
u = E 1 n
1' ¢ nun+1 ¢ 1}1 = lxu1—1:—
Up+1 = > 2
(n+1) Upv1 = @m+Dups—1
Uns1 = (n+1Dups—1 Suite géométrique
nu,+1
= (n+1) -
2(n+1)
vp+1
X o +1
= X —1
=
1
= El}n
e . 1
Donc (v,) est une suite géométrique de raison g = >
1
et de premier terme vy = >
1(1\" 1
2. vp=vixq"l==[=] =|=|
R (2) (2)
vy+1 0,5"+1
un = = .
n n
3. lirP 0,5"=0 car -1<0,5<1 Limite d’'une suite
n—+00

Donc, lim wu,;=0
n—+oo

140,51 1+0,5"

4, Up1—Up= Sens de variation de (uy,)
n+1 n
nx(140,5"1) —(n+1) x (1+0,5")
: nn+1)
0,5"x(nx0,5-n-1)—-1

nn+1)
0,5"x(0,5n+1)+1

nn+1)

Uns1— Uy, <0, donc (u,) est décroissante.

Partie C: Retour a l'algorithmique

- Dans Traitement : remplacer "Tant que n <9 par "Tantque u > 0,001".
- Dans Sortie : remplacer "Afficher la variable u" par "Afficher la variable n".
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EXERCICE N°5

Asie 19 juin
Sujet
Partie A
Ug = 2
1+3u,
Up+1 =
3+u,
p, Doup>1
1. Py Toup>1
Ppi1 0 Upy1>1
— Initialisation : Démonstration par récurrence

ug =2, c’est-a-dire uy>1
Donc Py est vraie.

— Héreédité -
On suppose que P, estvraie : u, >1
Montrons que P4 estvraie : upy; >1
up,>1 = u,-1>0

—

-
=
=

u,+3
Donc P, estvraie.

— Conclusion :
Par le principe de récurrence, P, est vraie : u, >1

2

1+3uy, 1-u2  (1—up) (1+ uy)
2. A Upiy1—Up= - U, = =
3+ u, 3+uy, 3+ up
1-u,)1+u
b. e u,>1 = M <0 Sens de variation de (u,,)

3+u,
Donc (u,,) est décroissante.

» La suite (u;) est décroissante et minorée, donc elle est convergente.

Partie B
i i 1 2 3
) u 0,800 1,077 0,976
2. Il semble que la suite converge vers 1.
Upe1—1
3. a. vy = —ntl
Up+1+1
1+0,5u,
0,5+ uy,
T 1+0,5u,
"4
0,5+ u,
1+v,
0,5-0,5
_ ~—Un
B 1+v,
1,5+1,5x%
1_ Vn
_0,5-0,5uy,
" 1,5+1,5u,
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=-13v,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison g = —
1
et de premier terme vy = 3
2-1 1
Onavo=——=-.
2+3 3
1
On sait qu’alors pour tout naturel n, v,, = = x (_5)
" 1
Quel que soit le naturel n, (_5) <1,doncv, < <3 et par conséquent v, # 1.
u,—1
Uy = = vy(up+)=uy,—-1 <= vyu,+vy=u,—1 <
up+1

Vpuyp—uUp+=-1-v, < u,(v,—1)=-1-v, etcomme v, #1,
-1-v, 1l+v,

Uy = = .
v,—1 1-v,

1 n
Comme -1 < —= <1, onsaitque lim (——) =0, soit lim v, =0, donc d’aprés
3 n—+oo 3 n—+oo

1
le résultat précédent lim u,=—-=1.
n—+oo 1

EXERCICE N°6
Meétropole 20 juin

Sujet

salut

EXERCICE N°7
Meétropole 12 septembre

Sujet

salut

EXERCICE N°8
Nlle Calédonie 14 novembre

Sujet

salut
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